
Kortfattade lösningar till tentamen i TSRT12 Reglerteknik

Tentamensdatum: 24 mars 2026

1. (a) • Poler i s = −2 och s = −3.

• Nollställe i s = 1.

• Systemet är ej minfas ty nollställe i höger halvplan.

• Systemet är insignal-utsignalstabilt. D̊a följer av slutvärdesteoremet

lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sY (s) = lim
s→0

s
(s− 1)

(s+ 2)(s+ 3)

1

s
= −1

6

(b) Enkel invers laplacetransform med t.ex. tabell ger

ÿ(t) + 5ẏ(t) + 6y(t) = u̇(t)− u(t)

(c) i. Felaktigt: Förstärkningsinlärning p̊a formen vi behandlat i kursen utg̊ar fr̊an diskret tid
och algoritmen som vi studerat bygger p̊a diskret tid. Det skulle vara sv̊art att bygga upp
de ekvationssystem som algoritmen bygger p̊a om vi arbetat i ett kontinuum av tidpunkter.
Bortom kursen finns det lösningar som betraktar även kontinuerlig tid.

ii. Felaktigt: Framkoppling fr̊an referenssignal bygger p̊a n̊agon form av modell som beskriver
hur referenssignalen p̊averkar utsignalen. Återkoppling kan användas utan modell, även
om modellbaserad design ger bättre prestanda och möjlighet till formella garantier p̊a t.ex.
stabilitet.

iii. Korrekt: Se avsnitt 9.5 i kursboken.

iv. Felaktigt: Slutna systemet fr̊an r till y blir detsamma s̊anär som p̊a en tidsfördröjning.
D.v.s. man kommer inte undan fr̊an den tidsfördröjningen (s̊a klart). Vidare kan känslighets-
och robusthetsegenskaper ändras, se boken sid 148 och föreläsning.

2. (a) Avläsning i figuren ger att periodtiden är ca 3.1 sek, vilket ger att approximativt ω = 2.
Eftersom insignalens amplitud är ett blir utsignalen

y(t) =| G(iω) | sin(ωt+ ϕ) =| G(iω) | sinω(t+ ϕ/ω)

där

| G(iω) |= k√
T 2ω2 + 1

och
ϕ = − arctanωT

Tidsskillnaden mellan in- och utsignal, ca −0.65 sekunder, vilket ger

ωT = tan(1.3) = 3.6

vilket ger T = 1.8. Vidare f̊as

| G(i · 2) |= k√
1.824 + 1

≈ 1

efter avläsning i figuren, vilket ger k = 3.7.

Svar:

G(s) =
3.7

1.8s+ 1

(b) • Stegsvarets stigtid är omvänt proportionell mot frekvensfunktionens bandbredd, d v s ett
system med hög bandbredd har en kort stigtid.

• Storleken p̊a stegsvarets översläng är relaterad till höjden hos frekvensfunktionens reso-
nanstopp, d v s en hög resonanstopp ger en stor översläng.
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(c) I figur B g̊ar | GO(iω) | mot oändligheten när ω → 0. Detta innebär att GO(s) har en faktor
s i nämnaren, vilket ger att det återkopplade systemets stegsvar inte f̊ar n̊agot stationärt fel,
vilket är fallet i III. Systemet i C har högre statisk förstärkning, högre skärfrekvens samt lägre
fasmarginal än i A, vilket, för det återkopplade systemet, motsvarar mindre stationärt fel,
snabbare och mera oscillativt stegsvar. Detta gör att C hör samman med I och A hör samman
med II.

Svar: A - II, B - III, C - I

3. (a) Polerna för systemet fr̊an u till y ges av polerna till de tv̊a delsystemen, d v s −1/τT respektive
−1/τV .

Svar: Polerna är −1/τT och−1/τV .

(b) För ventilen ger överföringsfunktionen att

sτV Q(s) +Q(s) = kV U(s)

och för tanken f̊as
sτTY (s) + Y (s) = kTQ(s)

Invers Laplacetransform ger
τV q̇(t) + q(t) = kV u(t)

samt
τT ẏ(t) + y(t) = kT q(t)

Med tillst̊andsvariablerna x1 = y(t) och x2(t) = q(t) ger detta

ẋ(t) =

(
−1/τT kT /τT

0 −1/τV

)
︸ ︷︷ ︸

A

x(t) +

(
0

kV /τV

)
︸ ︷︷ ︸

B

u(t) y(t) =
(
1 0

)︸ ︷︷ ︸
C

x(t)

(c) Med angivna värden p̊a konstanterna insatta i A och B f̊as det återkopplade systemet

ẋ(t) = (A−BL)x(t) +Br(t) (1)

y(t) = Cx(t) (2)

där L =
(
l1 l2

)
.

Karatäristiska ekvationen ges av

det(λI − (A−BL)) = det

[
λ+ 1 −2
5l1 λ+ 5 + 5l2

]
= λ2 + (6 + 5l2)λ+ 5 + 5l2 + 10l1 = 0. (3)

Önskade poler i −4± 4i innebär den önskade karaktaristiska ekvationen

(λ+ 4 + 4i)(λ+ 4− 4i) = λ2 + 8λ+ 32 (4)

Jämförelse ger

6 + 5l2 = 8 (5)

5 + 5l2 + 10l1 = 32 (6)

med lösningen l1 = 5/2 och l2 = 2/5

(d) Ingen återkoppling fr̊an flöde innebär att L =
(
5/2 0

)
och karakteristiska ekvationen blir

λ2 + 6λ+ 30 = 0

En jämförelse med
s2 + 2ζω0s+ ω2

0 = 0

ger ω0 =
√
30 och 2ζω0 = 6 vilket ger ζ = 0.55.

Om den andra sensorn g̊ar sönder blir återkopplingen L =
(
0 0

)
och lösningen till karakte-

ristiska ekvationen blir (ursprungliga systemets poler)

λ = −3± 2 (7)

vilket innebär att systemet är stabilt.
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4. (a) Matrisen S =
(
B AB

)
=

(
0 0.1
0.1 −0.01

)
uppfyller att detS ̸= 0 vilket medför att

systemet är styrbart och polerna kan s̊aledes placeras godtyckligt.

(b) A−BL =

(
0 1
0 −0.1

)
−
(

0
0.1

)
(l1 l2) =

(
0 1

−0.1l1 −0.1− 0.1l2

)
. Polerna till det slutna

system är givna av rötterna till den karaktäristiska ekvationen,

∣∣∣∣ −λ 1
−0.1l1 −0.1− 0.1l2 − λ

∣∣∣∣ =
0 ⇔ λ2+(0.1+0.1l2)λ+0.1l1 ⇔ λ = − 0.1+0.1l2

2 ±
√

(0.1+0.1l2)2

4 − 0.1l1. ⇒ l2 = 2−0.1
0.1 = 19, l1 =

(0.1+0.1l2)2

4

0.1 = 10. Med de funna värdena av l1 och l2 s̊a kan det slutna systemet beräknas och
dess statiska förstärkning. Välj l0 till inversen av den statiska förstärkningen för det slutna
systemet l0 = 1/|Gc(0)| = 10.
Svar: l0 = 10, l1 = 10, l2 = 19.

(c) O =

(
C
CA

)
=

(
1 0
0 1

)
uppfyller att detO ̸= 0 och därmed är systemet observerbart.

Observatörens poler kan s̊aledes placeras godtyckligt. Ett bra val är att placera dess b̊ada
poler i −2 för att ge tillräcklig hastighet (snabbare än slutna systemet utan observatör) men
ej för känslig mot brus.

(d) Vid valet att mäta hastighet blir C = (0 1) och O =

(
C
CA

)
=

(
0 1
0 −0.1

)
och därmed

detO = 0. Systemet är inte observerbart, och det är därför bättre att mäta positionen y.

5. (a) Blockschemat ger

Z(s) = V (s) +G(s)(Fr(s)R(s)− Fy(s)Z(s)) ⇐⇒

Z(s) =
1

1 +G(s)Fy(s)︸ ︷︷ ︸
S(s)

V (s) +
G(s)Fr(s)

1 +G(s)Fy(s)︸ ︷︷ ︸
Gc(s)

R(s)

(b) Om det önskade slutna systemet ges av Gm(s) f̊as

Gm(s) =
G(s)Fr(s)

1 +G(s)Fy(s)
⇐⇒ Fr(s) =

1 +G(s)Fy(s)

G(s)
Gm(s)

Detta innebär att vi kan forma det slutna systemet godtyckligt, och tillsammans med resultatet
i (c) innebär det att Gc(s) kan bestämmas helt separat fr̊an S(s).

(c) Eftersom S(s) inte inneh̊aller Fr(s) kan vi inte använda den för att forma S(s). Praktiskt
innebär det att en framkoppling fr̊an referenssignalen inte kan p̊averka systemets dämpning av
en utsignalstörning. För denna regulator bestäms störningskänsligheten helt av återkopplingen
Fy(s).

(d) För en tillst̊ands̊aterkoppling fr̊an rekonstruerade tillst̊and f̊as

u(t) = l0r(t)− Lx̂(t)

˙̂x(t) = (A−KC −BL)x̂+Bl0r(t) +Ky(t)

Dessa kan skrivas som överföringsfunktioner enligt

U(s) = l0R(s)− LX̂(s)

X̂(t) = (sI −A+KC +BL)−1(Bl0R(s) +KY (s))

vilket ger

U(s) = l0R(s)− L(sI −A+KC +BL)−1(Bl0R(s) +KY (s)) =

(1− L(sI −A+KC +BL)−1B)l0R(s)− L(sI −A+KC +BL)−1KY (s)

Identifiering ger d̊a

Fr(s) = (1− L(sI −A+KC +BL)−1B)l0

Fy(s) = L(sI −A+KC +BL)−1K
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