1.

(a)

Losningsforslag till tentamen i Reglerteknik fk, M (tsrt06) 2025-10-25

Stationdra punkter ges av 16sning till 1 +x2 = 1,3,/T2 = 1. Lat /T2 = v och 16s 3v+v2 = 1 vilket ger x5 = 0.09
och z1 = 0.91. Jacobian ges av

oft  Ofr -1 -1
Vi=|% 87 _(1 U )
911 Owa 22
Vi far i den stationédra punkten

=3 %)

vilket ger egenvirden —1.27, —4.73, d v s stabil stationar punkt.

(1) = —ay(t) + ui (t) — ua(t)

Laplacetransformering ger:

(s + V() = 0h(e) + () = Yo = (s 24) (i) =
= G(s)=(a  7a)

a=0.01 = G(0) = (100 —100)

Singulérvirdena till G(0) ges av roten ur egenvérdena till G(0)*G(0).
det{\I — G(0)*G(0)} = X\ —2 - 10*\
d v s de singuldra virdena &r 0 och /20000.

>> GO = [100 -100];
>> [v,d] = eig(G0’*GO)

v =

-0.7071  -0.7071
-0.7071 0.7071

d =
0 0
0 20000

De bada egenvérdena till G(0)*G(0) svarar mot egenvektorerna (vi kan alltid skala om egenvektorer med en skalér)
<}) (fér o = 0) och (_11> (for 0 = v/2 - 102). I det forsta fallet okar inkomster och utgifter lika mycket, d v s

ingen forandring av formoégenheten. I det andra fallet 6kar inkomsterna medan utgifterna minskar (eller tvirtom),
vilket ger en formogenhetsokning(minskning).

Antag att insignalen w;(t) ger utsignalen g (¢) och att insignalen uq(t) ger utsignalen ys(t). Det réicker nu enligt
superpositionskravet att visa att insignalen w(t) = kyuq(t) + koua(t) ger utsignalen y(t) = kyy1 (¢) + kaya(t), d v s
att u(t) och y(t) uppfyller

y(t) = a(t)y(t) + u(t)
Vi har

Y(t) = k191 () + ka92(t)
= ki(a(t)y1(t) + ui(t)) + k2(a(t)ya2(t) + ua(t))
= a(t)(k1y1(t) + k2y2(t)) + krua (t) + kaua(t)
= a(t)y(t) +u(t)

vilket skulle visas.



2. (a) Olinjériteten begrénsas av réita linjer med lutningar k; = 0 respektive ko = 1/a. Enligt cirkelkriteriet maste G(iw)
ligga till hoger om en lodrat linje genom punkten —a. For Nyquistkurvan galler

16

Re G(iw) = i

vilket betyder att Re G(iw) — —1 dd w — oo. Detta ger villkoret a > 1 for att cirkelkriteriet skall vara uppfyllt.
Med

>> nyquist( 4, [ 14401)
>> axis( ’square’ )

>> axis( [ -22-2217)
>> grid

fas Nyquistkurvan nedan.

Nyquist Diagrams
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(b) For méttningen géller

1 1
———=-a, C<1 och ————— = —00, (C—>x
Y4 (C) Yy (C)

dvs —1/Y(C) utgors av intervallet ( —oo, —a].
Sjélvsvangning kan forvintas intraffa om G(iw) passerar negativa realaxeln i en punkt till vinster om —a.

dw? — 16
ImG(iw) = ————= =0
m G (iw) ROCEE
ger w = *)2 och G(i2) = —1/4, vilket ger villkoret a > 1/4.

(¢) For sma C sker omcirkling och for stora C' sker ej omcirkling, d v s sjilvsvingningen &r stabil. Nar kurvorna skér
varandra sker det for w = 2, vilket innebér att svingningen kommer att ha periodtid T' = 7.



3.

(a)

Underdeterminanter 2

> G = [ 1/(s+2) 2/(s+4)
>> pole(G)
ans =

>> tzero( G )

ans =
-1.5000 + 1.3229i
-1.5000 - 1.3229i

Kod rakt av ger

>> G = [1/(s+2) 2/(s+4);1/(s+1) 1/(s+2)]1;

>> F = [0 5;5 0];

>> Gc = feedback(G*F,eye(2));

>> pole(Gc)
ans =

-16.2449 + 0.00001
-4.8756 + 0.00001
-1.4398 + 0.9522i
-1.4398 - 0.9522i
-16.2449 + 0.00001
-4.8756 + 0.00001
-1.4398 + 0.9522i
-1.4398 - 0.9522i

Om man fatt detta maste man dock forsta att det inte kan vara rétt. Systemet har 4 poler, och regulatorn &r helt
statisk, sdledes kan inte slutna systemet ha fler 4n 4 poler. Om vi tvingar MATLAB att stdda upp numeriken lite

far man ett rimligt resultat

>> pole(minreal(ss(Gc)))
4 states removed.

ans =

-16.2449 + 0.00001
-4.8756 + 0.0000i
-1.4398 + 0.9522i
-1.4398 - 0.9522i

Statiska forstdarkningen kan vi antingen gora med vart redan konstruerade slutna system, eller manuellt om man

sa onskar

>> GcO = freqresp(Ge,0)
GcO =

0.5932 0.1695
0.1695 0.7627

>> GO = [1/2 1/2;1 1/2]

samt maximal underdeterminant i -G +1)2(s vy I

ﬁ’ 5+47 s+10 s+2
Minsta gemensamma nimnare till underdeterminanter ir (s + 1)(s + 4)(s + 2)? vilket betyder att polpolynomet
ar just (s + 1)(s +4)(s + 2)? och att polerna siledes ir —1, —4, —2, —2. Den maximala underdeterminanten har
polpolynomet som ndmnare redan vilket betyder att tédljaren definierar nollstéllespolynomet och nollstéllen &r

saledes rotter till s2 + 3s + 4 = 0 vilket ger s = —1.5 4 1.323i Verifiering i MATLAB

s+1)(s+4)(s+2)2 "

3 1/(s+1) 1/(s+2) 1;



>> GcO = inv(eye(2)+GO*F) *GO*F
GecO =

0.5932 0.1695
0.1695 0.7627

Vi ser att vi har kraftiga reglerfel, och korskoppling statiskt.

Statiska reglerfel brukar kunna losas med integralverkan vilket saledes ar en rimlig ansats

>> G = [1/(s+2) 2/(s+4);1/(s+1) 1/(s+2)];
>> F = [0 5+0.01/s;5+0.01/s 0];

>> Gc = minreal(ss(feedback(G*F,eye(2))))
>> pole(Ge)

>> freqresp(Gc,0)

ans =

-16.2433 + 0.00001
-4.8747 + 0.00001
-1.4396 + 0.95201
-1.4396 - 0.95201
-0.0010 + 0.00001
-0.0017 + 0.00001

ans =

1.0000 0.0000
-0.0000 1.0000

Asymptotiskt stabilt (och polerna ser rimliga ut, 6 stycken d& systemet har 4 och regulatorn 2). Notera att
integralverkan har 16st problematiken med korskoppling statiskt. Om man vill kan man naturligtvis gora det
explicit via frikoppling

>> F = inv(freqresp(G,0))*[5+0.01/s 0;0 5+0.01/s];
>> Gc = minreal(ss(feedback(G*F,eye(2))))

>> pole(Gce)

>> freqresp(Gc,0)

ans =

-30.9123 + 0.00001

-5.3762 + 0.00001
-1.3541 + 1.2771i
-1.35641 - 1.27711
-0.0017 + 0.00001
-0.0017 + 0.0000i
-0.0017 + 0.00001
-0.0017 + 0.00001
ans =

1.0000 0.0000
0.0000 1.0000

Notera att MATLAB misslyckas med polberdkning hér trots att vi férsokt stida upp da MATLAB pastar 8 poler i
slutna systemet (varav ett par ser ut att vara ett repeterat par som férmodligen &r falsk pga numeriska problem...).
Hade man istéllet gjort

Gc = feedback(minreal (ss(G*F)),eye(2))

sa hade numeriken funkat. Alltid bra att komma ihag att vara vaksam pa.



4. (a) En tillstandsaterkoppling av roboten kan simuleras mha simulinkschemat nedan.
— L

N
' Scopel

| > x' = Ax+Bu
y = Cx+Du I:I
State—-Space
Scope
Matrix
Gain

B M

Blocket State-Space innehaller A- och B-matriserna, C' som eye(4), D som zeros(4,2), samt initialtillstandet
(1 1 0 O) . En L-matris for tillstandsaterkoppling kan i MATLAB berdknas m h a 1gr-kommandot:

L = 1qr( A, B, diag([ 1000 2000 500 25000 1), diag([ 1 2 1) );

Valet av viktmatriser ovan visar sig ge ett slutet system som uppfyller de stéllda kraven. Figurerna nedan visar
simuleringsresultaten

Time offset: 0 Time offset: 0

Figur 1: Simuleringsresultat

(b) Systemets overforingsfunktion fran moment till reglerade vinklar ges av

> A=1[0010;0001;00 -0.0171 0.0429;0 0 0.0429 -.1371];
>> B = [0 0;0 0;0.0171 -0.0429;-0.0429 0.1371];
> M=1[1000;010 0]

>> tf(ss(4,B,M,0))

From input 1 to output...
0.0171 s + 0.000504

s73 + 0.1542 s72 + 0.000504 s
-0.0429 s - 9.751e-19

573 + 0.1542 s72 + 0.000504 s



From input 2 to output...
-0.0429 s + 3.358e-19

s73 + 0.1542 s”2 + 0.000504 s
0.1371 s + 0.000504

s”3 + 0.1542 s72 + 0.000504 s

Vi noterar att alla element har en pol i origo (vilken kommer fran att bada utsignalerna &r integraler av hastigheter,
som skapas av det palagda momentet), dvs vi kan bryta ut en gemensam term o = % fran matrisen, eller ekvivalent
faktorisera som (%I)G(s)) som vi ska berdkna RGA pa. Efter att ha gjort det kan man stoppa in s = 0 i den
kvarvarande matrisen och man far en diagonal matris och saledes blir RGA identitetsmatrisen. Alternativt noterar
man att ndmnarna ar samma pa alla element, och sidledes kommer man for varje val av s fa samma ndmnare som

kan tas bort, och kvar blir en matris dér s kan vara 0 utan problem.

Vi har alltsa ¢ = Az + Bu + By,w dir B,, ér forsta kolumnen i B. Om w har ett spektrum enligt beskrivning
s& kan vi modellera det som att w ar vitt brus filtrerat genom ett linjért system med konstant forstarkning upp
till 1 rad/s och sedan avtagande, t.ex W (s) = 1s + 1V (s). En tillstindsmodell for detta &r, om vi later x,, = w,
Ty = —Zy +v. Lat £ = (2, z,,) och vi har

00 1 0 0 0 0 0
00 0 1 0 0 0 0

it) = |0 0 —0.0171 0.0429 0.0171 | #(t)+ | 0.0171 —0.0429 | w(t) + [ 0 | v(t)
0 0 00429 —0.1371 —0.0429 —0.0429  0.1371 0
00 0 0 -1 0 0 1



5. (a) Har géller
A=-1 N=1 c=1 R =1 Ry=1
Ekvation (5.79) i laroboken, med Rjs = 0, ger
—2P+1-P*>=0

med 16sningen P = /2 — 1 = 0.41, vilket alltsa &r vad variansen for skattningsfelet konvergerar mot.

(b) Med de tva matsignalerna kan systemet beskrivas med ekvationerna
B(t) = —a(t) + vi(t)
som tidigare, och med métsignalekvationerna

y(t) = Cx(t) 4+ va(t)

=) o) w0

Ekvationen for P blir nu (vi har att CTR;*C' =1+ ¢ 1)

dar

2P +1—(1+e ) P?=0

V2-1
2

. Halva variansen erhalls da P =

med positivt semidefinit 16sning P = —etyellitie) ”16+(61+26) , vilket sker ungefér da

e = 0.079.



