1.

(a)

(b)

Losningar till tentamen i Reglerteknik f k TSRT06
Tentamensdatum: 2023-01-12

Lat © = (v, z). Fran andra differentialekvationen ses att en stationdr punkt kréver v = 0
eller z = 0 eller z = 1. Fran z = 0 eller v = 0 leder forsta differentialekvationen till v = 0
repsektive z = 0 i stationéritet, dvs = (0,0) 4r en stationdr punkt. Fran z = 1 leder den
forsta differentialekvationen till v™ = 1. Nar n &r udda ar enda 16sningen v = 1, nér n dr jamnt
fas v =1 och v = —1. Sdlunda, stationéira punkter = (1, 1) nir n udda och de tva punkterna
x = (1,1) och (—1,1) ndr n ar jamnt.

—non ! 1
z(1—2) (1-22)

0 1
0 0
kring denna punkt da bada egenvérdena ligger i origo.

Jacobianen ges av < ) fran vilken linjariseringar tas fram.

e Stationdr punkt (0,0), A = ) Vi kan ej uttala os om olinjira systemets stabilitet

-n 1

0 -1
olinjara systemet asymptotiskt stabilt i en omgivning till denna punkt (oavsett om n ar
jamnt eller udda)

e Stationar punkt (1,1), A = < ) Bada egenvirdena strikt i VHP, och séledes &r

—n(-1)""1 1

0 -1
jimnt sd dr n — 1 udda vilket betyder att (—1)" = —1 vilket betyder att —n(—1)""1 blir
n. Saledes har vi ett egenvirde egenvérde strikt i HHP vilket betyder att olinjira systemet
ar instabilt i en omgivning till denna punkt.

e Stationdr punkt (—1,1) (upptréder da » jamnt), A = < > Eftersom n ar

Vanliga misstag
e Missar att den andra differentialekvationens nollstéallen ar triviala och sdlunda gor sokan-
det efter stationdra punkter enkelt ndr man vél ha de begrédnsningarna.
e Missar att v = 1 &ven har losningen —1 da n ar jamnt.

e Onodigt mycket arbete ldggs pa att berikna egenvirden péa diverse krangliga sitt (en
trianguldr matris egenvirden dr elementen i diagonalen)

e Missar att man ska uttala sig om det olinjéra systemets stabilitetsegenskaper i de statio-
nédra punkterna, inte den linjara approximationens stabilitet (subtil skillnad)

Med standardanséittning x1 = y, xo = ¢, 3 = § sd far vi en tillstdndsmodell & = f(x, u) med

.’tl = T2
.fg = I3
2
. —xix2 +u
T3 = o 7
2 + sin(xq)

Vanliga misstag

e Forstar inte att det krdvs 3 tillstand eftersom hogsta ordningens derivata ar just 3.

e Tror att en tillstAndsmodell méaste skrivas i formen & = Az+ Bu. Det ar en linjér tillstands-
modell och bara mojligt for just linjira system. Om man skriver & = A(xz)z + B(z)u blir
det forvisso rétt, men ett onddigt krangligt sitt att skriva ett ging differentialekvationer
= f(z,u) pa.

Med insignaler uy resp us som ger yq(t) = fot Tuq (7)dT och ya(t) = fot Tuq (7)dT s& har vi att
auy + Buy ger fg T (auy (17)d + Bus(T)) dr = fot Tauy (T)dT + fot TBus(T)dT dvs ayy (t) + Bya(t)
vilket bevisar linjaritet enligt superposition (skalning+additivitet). Alternativt, ansitt att g =
ay1(t) + Py2(t) och vi far att 16sning uppfyller §(t) = atuy(t) + Stua(t) vilket &r konsistent
med att det dr en 16sning till () = t(auq(t) + Lua(t)).

Vanliga misstag

e Visar linjaritet for specifikt u, t.ex u = 1. Da har man inte visat generell linjaritet utan
bara att det beter sig linjart for ett specialfall. (Om man hade visat att man bryter
linjaritetsegenskaper for ett specifikt val av v hade man diremot bevisat att systemet ar
olinjart eftersom det inte ar linjért ens for ett specialfall)
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2.

Figur 1: Olinjaritet och instdngning

(a) Olinjariteten kan stdngas in mellan tva linjara funktioner med lutning k3 = 0 respektive
ko = k3 /k = k? (vérsta punkterna ér hérnen e = £k, f(e) = £k3).
Detta betyder att det forbjudna omradet ar den cirkel som definieras av punkter —1/0 = —oo

och —1/k? pa reella axeln. Denna degenererade cirkel &r omradet i komplexa talplanet med
realdel mindre in —1/k2. Plot av nyquistkurvan G(iw) visar att realdelen som minst &r —1/3.
Séledes maste —1/k% < —1/3 dvs k < /3.
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Figur 2: Nyquistkurva samt linje som markerar forbjudna omradet till vinster om —1/3

Vanliga misstag

e Misslyckas att ens skissa hur funktionen ser ut (missar att den &r konstant for stora e)

e Tror att funktionens storsta derivata &r det som definierar den instdngande linjara funk-
tionen. Det ger forvisso en instdngning, men det blir vildigt konservativt. Ett reld med
dodzon har t.ex oéndlig derivata i en punkt, men kan enkelt stédngas in under en begransad
linjar funktion. Storsta derivatan ar bara intressant om denna snabba tillvaxt intraffar i
origo och man darfér maste justera sin instdngning baserat pa lutningen initialt.

(b) Eftersom den olinjara funktionen dr statisk och entydig sa betyder detta att den beskrivande
funktionen enligt boken maéaste vara realvard. Eftersom nyquistkurvan aldrig skér realla axeln
sé betyder det att vi inte kan ha nagra problem med omcirkling av punkter pa beskrivande

funktionen eller skdrningar med den, dvs inga problem alls predikteras.

Vanliga misstag

e Vanligaste misstaget var att man trodde att man skulle beskriva teorin i allmanhet, och
inte relatera till det specifika fallet vi analyserar har.

e Argumenterar inte for att den beskrivande funktionen enligt teori borde vara reell.

¢) For sma amplituder C och insignal C'sin(wt) kommer utsignalen vara mkt mindre 4n insignalen
g g g

(eftersom vi tar kub pa ett litet virde) vilket betyder att Y (C), som &r en genomsnittsforstérk-

ning 6ver en period for namnda signal, bér vara liten, och klart mindre &n 1. Aven for vildigt
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(d)

stora C' kommer utsignalen vara véldigt liten relativt insignalen, eftersom signalen méttas och
aldrig kan ha amplitud stérre dn k3. Detta betyder att forstirkningen Yy (C) méaste gd mot 0
dven for stora C. For C' i omradet ddremellan dr Yy(c) dkande initialt ddr kuben agerar allt
mer forstdrkande, men borjar sedan falla av nidr méttningen tar 6ver.

Figur 3: Principiellt utseende pa Y, (C)

Vanliga misstag

e Siger att beskrivande funktion borde se ut ungerfar som olinjdriteten, vilket inte &ar in-
tuitivt rimligt eftersom beskrivande funktionen ar en approximation av funktionens ge-
nomsnittliga forstarkning 6ver en period fér en sinus med amplitud C, vilket torde bete
sig principiellt som f(e)/e. Alternativt borde man argumenterna for att den beskrivande
funktionen for sma C borde ha en likhet med beskrivande funktion for kub (séledes vix-
ande) men sedan likhet med beskrivande funktion f6r méttning for valdigt stora C' (dvs
avtagande)

Cirkelkriteriet ar konservativt, sa &ven om den inte kan visa stabilitet for k > V384 betyder inte
det att det aterkopplade systemet blir instabilt. Beskrivande funktion ar ddremot approximativ
s& dven om denna analys indikerar att vi bor forbli stabila oavsett k sa kan vi inte vara helt
sidkra pa det svaret.

Vanliga misstag

e Missar att beskrivande funktionen inte ger sanningen utan baseras pa approximationer,
och att vi darfor inte garanterat vet vad som hénder for k& > V3

RGA berdaknas med

>> GO = [16 30 4; -17 31 -1;1 54 5]
>> GO.*xinv(GO) .’

ans =

1.6170 1.2186 -1.8356
-0.5426 1.1393 0.4033
-0.0745 -1.3578 2.4323

Eftersom negativa kopplingar ar forbjudna séger sista raden direkt att vi maste koppla y3 — us.
Detta gor att andra raden tvingas till yo — ws (vilket dr det naturliga valet eftersom den
kopplingen dr ndrmast 1) och siledes tvingar forsta raden oss till y; — uy (vilket kénns lite
fel eftersom kopplingen y; — ug ar ndrmare 1, men den styrsignalen &r redan tagen).

Vanliga misstag

e Listar alla positiva element som méojliga kombinationer, men missar att nidr man val gjort
ett tvunget val, sa laser det dven andra val vilket gor att det i slutdndan bara finns en
enda tillaten konfiguration.

e Anvinder samma styrsignal till tva reglerade signaler.

e Bérjar prata om att anvinda F = G(0)~! vilket éir precis det man inte ska gora, eftersom

den frikopplingen inte har en diagonal struktur (dvs en styrignal baseras pa ett reglerfel).
1 o s+3 _1 s+3 _ o 1
s+17 s+27 (s+1)(s+2) s+1 (s+1)(s+2) s+2 s+1
som blir % Generiskt ges alltsd MGN av (s+1)?(s+2) vilket betyder en dubbelpol
i-1 samt en pol i-2.

Underdeterminanter ges av samt den maximala
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Det som dock kan hénda ar att det for ndgot « sker en forkortning i den maximala underde-
terminanten som forkortar bort antingen (s + 1) eller (s + 2).

Saledes, kan -1 eller -2 vara en 16sning till (1 — «)s + (3 — a) = 07 Om vi stoppar in s = —1
fas 2 = 0, dvs det kan inte vara en l6sning. Om vi stoppar in s = —2 fas a = —1, dvs for
a = —1 har tédljaren en rot i -2 som forkortas bort. Maximala underdeterminanten blir f6r

detta fallet (s-%il)? Vi har dock fortfarande att MGN &r (s + 1)%(s +2) (kallat polpolynomet)
s& multiplicitet pa poler paverkas ej.

Nollstédlen ges av tédljaren till maximala underdeterminanten normerad sa att ndmnaren &r
polpolynomet. For generiska fallet dr polpolynomet redan lika med ndmnaren till maximala
undereterminanten, vilket betyder att nollstéllen &ar roten till (1 — a)s + (3 — «) dvs s =
(o —3)/(1 — @). For degenererade fallet o = 1 har vi inget nollstélle.

For specialfallet & = —1 som gav ett nollstélle i -2 som férkortades bort i maximala under-
determinanten maste vi normera ﬁ sé vi far polpolynomet som ndmnare, %, vilket

gor att nollstéllet &ndock blir —2 (vilket ar precis samma som formeln ger for generiska fallet).
Dvs mycket arbete med analys av tdnkbara férkortningar, men i slutdndan hidnde egentligen
inget.

Vanliga misstag

e Ingen analys gors alls pa multiplicitet (dvs att det finns tva poler i -1 i generiska fallet)
e Ingen analys gors pa vad som kan hidnda med férkortningar.

En statisk frikoppling gors genom att anviinda en regulator G(0) 1 F,(s) diir Fy(s) &r diagonal.

Vi har
1 1 1 1 % -1
G(0) = a 3 , G(0) T3 _alle 1
2 2 57 3% 2

Strategin kollapsar om « = 3 eftersom de tva kolumnerna i G(0) da blir lika och gor att
matrisen ej ldngre ar inverterbar (vilket visar sig i att ndmnaren (dvs determinanten) blir 0)

Vanliga misstag

e Borjar prata om RGA-analys, som inte har med saken att géra langre eftersom vi just inte
vill vara lasta till en diagonal struktur.

e Missar att konstatera att matrisen inte ar inverterbar for o« = 3 da determinanten blir 0

Foljande instdllning visar sig t.ex fungera (vi minskar straffet pa hastighet for att sakta ner
systemet i hastighetsdynamiken, och straffar hamnpropellrarna lite mer for att anvianda dom
s& mycket)

>> A = [-.01 0;

>> 0 0];

> B=1[1100;

>> 0.1 -0.1 1 1];

>> M = [1 0;0 1];

>> L = 1qr(A,B,diag([.001 1]),1*diag([1 1 100 1001));

>> Lr = -pinv(M*inv(A-B+*L)*B)
>> x0 = [2;10%pi/180]
>> initial(ss(A-B*L,B*Lr, [M;-L],0),x0)

Vanliga misstag

e Anvéander fel M och forstar inte att de reglerade signalerna &r v och 6 dvs x dvs z = x = Ix.

e Ger inte fel, men ossymmetriska straff pa (u1,us) och (us,us) dr inte naturligt. Rimligen
vill man generellt anvinda den vénstra och hogra motorn lika mycket, och salunda bor
straffen pa dessa vara samma.

Att en motor leverar 0 kan antingen analyseras genom att man tvingar u,; att bli 0 genom att
satta motsvarande rad i L (och L,) till 0, eller genom att man sétter motsvarande kolumn i B
till 0 for att plocka bort den insignalen. Med det kan vi analysera slutna systemets egenvirden
(hér enbart for tvd av motorerna da systemet dr symmetriskt). Systemen &ar fortsatt stabila
(analyserar man slutna systemet i sin helhet ser man dédremot att man kommer f& kraftiga
statiska reglerfel etc)
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>> Bilfail = B;B1fail(:,1) = 0;eig(A-Bilfailx*L)

ans =

-0.0210
-0.1569

>> B3fail

B;B3fail(:,3) = 0;eig(A-B3failx*L)
ans =

-0.1500
-0.0458

Vanliga misstag

e GOr ingen teoretisk analys alls utan simulerar bara. Det enda vet vi efter ett sadant test
ar att fran just det initialtillstandet fungerar det med en trasig motor.

e Sitter kolumn i B till 0 och rdknar sedan ut en ny regulator och visar att LQ har gett en
stabil aterkoppling (foga forvanande). Det centrala dr att vi anvinder den urpsrungliga
regulatorn och visar att den ar robust att klara av ett motorhaveri.

For att v = v, i stationdritet maste vi ha 0 = —v, + u; + uo i stationéritet. Detta kan
oppnas pa odndligt manga sitt, &ven om den naturliga 1osningen dr att uy = ug = v3/2.
I stationiritet géller dven fran riktningsindringen att 0 = u; — ug + u3 + uy. Aterigen ett
samband som kan erhallas pa odndligt manga sétt genom att justera us och uy nar val wu
och uy bestdmts. Detta visar sig i att sambandet i sluten loop i stationéritet som definierar
L., 0= (A—BL)x+ BL,r,x = r kommer vara ett ekvationssystem med 2 ekvationer och 4
obekanta, dvs underbestdmt. Losningen som fas ovan ar den naturliga. Vi ser att vi kommer
framkoppla lika mycket till u; och us och sétta us = uy = 0 om vi har en nollskild referens v,
men 0, = 0, och nér vi har en referens pa 6, sa kommer man kéra uz och uy lika mycket samt
minska 6ka resp minska u; och us lika mycket.

>> Lr

0.0229 0.0099
0.0229  -0.0099
0 0.0990
0 0.0990

Vanliga misstag

e Inte direkt fel, men vanligt att bara ndmna att ekationssystemet som definierar L, blir
2 X 4 och saledes ar underbestamt, utan att reflektera 6ver vad differentialekvationerna
egenligen séger fysikaliskt och varfor valet av stationdra styrignaler dr underbestamt

Riccatiekvationen blir —aP — aP + u — P? = 0 dvs P2 +2aP — i = 0 vilken har den positiva
losningen P = —a + y/a? + p. Nar systemet blir allt snabbare (dvs « 6kar) sd gar P mot 0.
Vanliga misstag

e Misslyckas att 16sa den uppkomna andragradaren vilket naturligtvis aldrig far hénda ef-
tersom man har en dator framfor sig och siledes enkelt kan testa med siffror och se om
16sningen stdmmer.

Vi har nu métsignalen y = Cx + vy = <—1a> x + v2 och Riccatiekationen blir —aP — aP +

T
M—P< 1) (1)ondvs—2aP+,u—P2(1+0<2):Omedwsmng

—Q
a a \’ 1
p=———_
Ttaz ' <1+a2> T

Enklast nu dr att bara plotta funktionerna (for ett fixt p) och jamfora, och se att den nya
16sningen &r mindre for alla «, vilket ar rimligt da vi har mer méatningar vilket borde ge béattre
skattning
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alpha = 0.01:0.01:5;

mu = 1;

f1 = -alpha + sqrt(alpha. 2+mu);

f2 = (-alpha./(1+alpha.~2)) + sqrt((alpha./(1+alpha.~2)). 2+mu./(1+alpha.”2));
plot(alpha,fl,alpha,f2,’--’)
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orb 7
06 7
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Figur 4: Olinjaritet och instdngning

Alternativt kan man visa att 16sning i uppgift (a) som vi kallar P, ar storre dn 16sning P, i
uppgift (b). Vi kan t.ex stélla upp de tva definitionerna

P2+2aP,—p = 0
(1+a®)P+2aPy—p = 0

Subtrahera de tvd ekvationerna och det star P2 — (1+ a?)P? = 2a(P, — P,). Om vi nu pastar
att P, ar storre 4n P, sa dr hogerledet positivt samtidigt som véinsterledet &r negativt vilket
ar en motsagelse, och siledes kan inte P, vara storre utan maste vara mindre.

Vanliga misstag

e Misslyckas att 16sa den uppkomna andragradaren...

e Forstar inte vad C' blir.

e Lyckas inte genomféra matrismultiplikationen PCTCP.

e Sdger bara att P dr mindre eftersom man delar med en term. Intuitivt rimligt, men det
ar dock inte sjilvklart, d4 man inte bara har skalat den negativa termen och den positiva
termen med samma skalning (dvs om man drar ut 1-&-% fran kvadratroten sa kommer

termen inne i kvadroten vara \/a? 4+ (1 4+ «?) och det blir inte uppenbart hur man jamfor
termerna)

Kalmanfilterforstirkningen ges av K = PCT = P (1 —a). Vi har att P = /g nir a = 0

samt att P gar mot 0 for 6kande . Det andra elementet blir 0 f6r o« = 0 och genom att skriva

som
— a 2+ K
— 4«
1+ a2 1+ a2 1+ o2
—a? a? 1+ a2
- = 4= 1 -T®
1+o¢2+1+o¢2 Tt o?

e
o
|

ser vi att —Pa gar mot —(—1++/T + p) for stora a. Alternativt sd plottar man bara funktionen
for nagot fixt p. Slutsatsen ar att métningen av x anvinds frimst om « &r liten, och métning
av & anviands frimst om « ar stor.

Vanliga misstag

e Utgar inte fran definitionen av K

e Ser inte att andra elementet i K uppenbarligen blir vildigt litet relativt det forsta nér
« ar liten och vildigt stor relativt forsta elementet nir o &r stort, oavsett vad P ér,
vilket direkt implicerar vilken méatning som kommer ha hogst forstdarkning. Dvs, nagra
berdkningar behovs knappt.
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