Losningsforslag till tentamen i Reglerteknik fk M (TSRTO06) 2022-03-17

1. (a) e Snabba fordndringar i utsignal som beror pa insignal kan fangas upp och
inte filtreras bort (dvs generellt modellbaserat)
e Kunskap om mitbruset utnyttjas for att forbéttra filtreringen (storlek,
frekvensinnehall )
(b) R paverkar inte sokt samband sa vi sétter den till 0. Vi har da U = —F, (Y +
N) = —F,(GU + N) vilket ger (I + F,G)U = —F,N som loses till U =
—(I + F,G)™'F,N och svaret #r saledes —(I + F,G)"1F,.
(c) Rimlig gissning pa tillstand &r x; = y och xzo = ¢ (eller tvértom). Vi har da
att &1 = w2 och med &5 = ¢ kan vi ta fram en olinjar tillstandsmodell

T1 = T2
Ty = —a(z1)re — B(T1 + 22)

(d) Gi(iw) och Ga(iw) har avtagande avstand till origo och en fas som avtar fran
0° mot —270°, dvs en enkel spiralliknande nyquist som boérjar pa hogra reella
axeln och sedan snurrar medsols med avtagande avstand till origo for att till
slut ansluta mot origo ldngs med positiva imaginéra axeln. Det viktiga &r
skdarningen med reella axeln vilket sker da amplitud dr mer &n 40dB for G
och runt 0dB for Ga, dvs till vanster om -100 for G1 och omkring 1 for Go
—1/Y51(C) kommer borja i -10 och rora sig at hoger mot —oo. —1/Y52(C)
ser ut att borja i -2 och rora sig at hoger till -0.1.

Med hjalp av nyquistanalogi kan vi nu gora en analys av stabilitet och sjdlvsvangning
e G + Yyi: Nyquistkurvan skidr —1/Yy; vilket betyder att det kan finnas
sjalvsvingning. Eftersom —1/Y%(C) lamnar omslutning fér 6kande C
indikerar detta en stabil sjalvsvingning



e G + Yyo: Nyquistkurvan omsluter hela —1/Y} vilket indikerar instabi-
litet.

e Gy + Yyi: Nyquistkurvan varken omsluter eller skir —1/Y%(C') vilket
indikerar asymptotiskt stabilt.

e Gy + Yyo: Nyquistkurvan skiir —1/Y%, vilket betyder att det kan finnas
sjalvsviangning. Eftersom —1/Yyo(C) fortsdtter omslutas for 6kande C
indikerar detta instabilitet.

2. (a) Olinjériteten begriansas av linjer med lutningar k; = 0 respektive ky = oc.
Enligt cirkelkriteriet maste G(iw) ligga till héger om den cirkel som gar genom
—1/0 resp —1/00, dvs hela komplexa talpanet till vinster om origo. Nyquist-
kurvan gar in i vanstra halvplanet. Stabilitet kan saledes ej garanteras.
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(b) Det enda som hinder nér vi stoppar in en linjir komponent K i loopen &r
att anlysen nu maste goras pa KG istillet. Eftersom en forstarkning K bara
skalar nyquistkurvan s& kommer den vara inne i vinstra halvplanet oavsett
val av K > 0, dvs stabilitet kan ej garanteras fér nagot val av K.

(c) Om vi ersitter G med F'G i var analys sa blir saledes fragan om realdelen pa
F(iw)G(iw) kan garanteras icke-negativ for nagot val av Kp och Kp. Vi har

Kp + Kpiw
—w? +iw+1
(Kp + Kpiw)((1 — w?) —iw)
positivt
Kp +w?(Kp — Kp) + komplex
positivt

F(iw)G(iw) =

Sa lange som Kp > Kp sa ir realdelen icke-negativ for alla w och stabilitet
kan garanteras.



3.

(a)

. . . 1 1
Vi har alltid underdeterminanter =1 och Pl

Da g = 0 har vi maximal underdeterminant ﬁ MGN némnare och pol-

polynom blir saledes (s+1)2(s+4), och maximal underdeterminant normerad

sa att den har polpolynomet som némnare blir %
ett nollstélle i -4.

Da 5 # 0 har vi maximal underdeterminant %. MGN nimnare

och polpolynom blir (s + 1)2(s +4)%, och maximal underdeterminant norme-
rad sa att den har polpolynomet som ndmnare dr just den maximala under-
(s+4)?—B(s+1)?
(s+1)%(s+4)°
generiskt tva nollstillen. Dock, da 8 = 1 blir nAmnaren linjir och har enbart

ett nollstalle.

och vi har darfor

determinanten . Taljaren dr av andra ordning och har saledes

8 1 _g

Vi har G(0) = ‘i och G(0)~! = ﬁl/w vilket ger RGA

[N[Ey—

1
1

1 B
1-38/16 1 B — 1-B/16
B/ 1 -8 B/ _1% 1

For sma [ sa ser vi att en naturlig koppling &r u; — y1 och ug — y2, da
motvarande RGA-element kommer vara nidra 1. Om § samtidigt &r positiv
siager dessutom RGA-analysen att vi absolut inte far koppla omvént eftersom
de RGA-elementen &r negativa.

Om vi later 16 > 8 > 0 vixa sa kommer fortsatt elementen utanfor diagonalen
vara negativa vilket féorbjuder nagon annan koppling &n u; — y1 och us — ys.
Dock sa kommer diagonalelementen komma allt langre fran 1 vilket indikerar
att en enkel diagonal reglering antagligen inte kommer fungera vial. Nar
passerar 16 byter alla element tecken, vilket betyder att kopplingarna u; — y;
och ug — yo ar forbjudna. For ckande 8 gar anti-diagonalelementen mot 1
vilket betyder att ue — y1 och u; — y9 borde fungera allt béattre

For negativa 8 kommer vi aldrig byta tecken och det finns aldrig nagra kopp-
lingar som &r forbjudna ur stabilitetssynpunkt. For sma 3 dr dock uq — 1 och
ug — Yo bast da dessa ger RGA-element ndrmast 1, och for allt mer negativt g
gar anti-diagonalelementen mot 1 vilket betyder att us —y; och uy —yo borde
fungera allt battre.

Standardlosningen ar att anvinda en diagonal regulatorstruktur och sedan

1 8
koppla om styrsignalen genom G(0)~! = #/16 1 14>. Detta fungerar
4
sa ldnge som inversen existerar, dvs § # 16.



4.

(a)

Eftersom vi vill reglera z = Mx sa anviander vi lampligen ett straff pa till-
standen med strukturen Q@ = M7 Q.M (och ett straff u’ Ru pa styrsignal).
Efter lite experimenterande dir man t.ex borjar med enhetsmatriser pa bade
Q. och R si ser man att man inte uppfyller kraven. Oka element som mot-
svarar de begrinsade signalerna och man kan t.ex fa

>> A = diag([-1 -4 -4 -1]1);B = [1 0;1 0;0 4;0 1]1;M=[1 0 3 0;0 1 0 1];
>>L = 1qr(A,B,M’*diag([1 150]1)*M, [5 0;0 11)

>> x0 = [1;0;0;0];

>> initial(ss(A-BL,B, [M(2,:);L(1,:)],0),x0)

Standard framkoppling

LO = —inv(M*inv (A-B*L)*B) ;
Gc = ss(A-BxL,BxL0O,M,0);
bodemag (Gc)
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Som vintat sa ser vi statisk frikoppling (bada diagonalelementen gar statiskt
mot 1 och icke-diagonala mot 0). Koppling fran r; till zo &r nagorlunda ok
och blir som hogst -20dB dvs runt 0.1. Kopplingen fran ry till z; dr ddremot
katastrofal med ett frekvensomrade dér kopplingen gar ¢ver 20dB, dvs refe-
rensdndringar for zo kommer synas kraftigt i z;.

Genom att bara studera differentialekvationen sa ser vi att y = x1 + x3 pa
intet séit kan paverkas av xo och z4 pga den diagonala strukturen i A, dvs
vi kan aldrig observera x3 och x4 via y;. Mer stringent sa kan vi studera



observerbarhet med C = (1 0 3 0)

C 1 0 3 0
CA 10 -12 0
cAaz| |1 0 48 0
CA3 10 —192 0

Uppenbart singuldr och salunda icke observerbart.

Uppgift om u tyder pa att vi bor erséitta u med en modell u 4w dér w ar vitt

brus filtrat genom ett filter med bandbredd pa 1 rad/s, t.ex W (s) = ?llvu(s).
Vi kallar w = x4 och skriver i tillstandsform &4 = —x4 + v,,.
Uppgift om &1 indikerar att vi kan skriva den som &y = —6x1 —3xo+x3+u+v,

dar v, ar vitt brus.
Slar ihop allt och far

6 -3 1 1 1 0 1

S| 002 o) + 20, oo (vu)
0 1 0 1 1 0 0f \ov,
0 0 0 -1 0 10

y = (1 0 0 0)z (+uv2)

I Kalmanfilternotation har vi A = a, N = «a, C' = 1 och skall saledes 16sa en
Riccatiekvation

P2
20P — — +a%2=0
7]

Den positiva l6sningen till detta ges av P = ap+ /(ap)? + o?pu, vilket dven
ar skattningsfelets varians.

Da systemet ar instabilt (o > 0) sa visar resultatet i (b) direkt att variansen
Okar och gar mot oo eftersom vi adderar tva positiva vixande termer.

(Numerisk studie skulle vara godként hir men vi gar lite lingre i analysen).
For att analysera stabila fallet (o < 0) &r det enklare att forst skriva som
P = au + |au|/1+ % Vi ser att vi adderar en negativ term och en lite
storre positiv term, dar de tva termerna blir allt mer lika i absolutbelopp for
vixande pu, vilket gor att man kan misstédnka att det inte sticker ivig. Genom
att anvinda att o < 0 och p > 0 kan vi skriva som «(p — 4 /1 4+ i) Termen

i parantesen visar sig ga mot —% (inte 0 som man skulle kunna luras att tro)

vilket alltsa gor att variansen gar mot ett konstant virde —5.



