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Losningar till Kontrollskrivning 2021-01-08

1. a) Svar: Se figuren.
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b) Signalen x(¢) &r m-periodisk, vilket gor att grundvinkelfrekvensen édr wy = 2rad/s. De
komplexa fourierseriekoefficienterna ges dirfor av

1 [0 , 1 /0 , 1 /0 .
D, = —/ x(t)e /" dr = —/ ee P dr = —/ =72t gy —
TJ)-n TJ)-m TJ)-x
1 e(lijn)t 0 1— ef(lijn)ﬂ | —e ™
_E{ 1—j2n}ﬂ_ n(l1—j2n) — w(l—j2n)
) ) ) . 1—e 7
Svar: De komplexa fourierseriekoefficienterna ar D,, = —— .
(1 — j2n)

c) Eftersom
x(t) = ZDn e/ ont

n—=——oo
blir . 3 i
X(t) = x(-2t) = ZDn ef@on(=2t) _ ZD*H pJ200nt _ ZDH i@t
f=—ce n=-—oo n=—oo

Alltsd dr D,, = D_,,. Observera dock att signalerna inte kommer att ha samma grundvinkel-
frekvens och grundperiodtid.
l—e "

Svar: De komplexa fourierseriekoefficienterna blir D,=D_,=————.
n(1+ j2n)

2. a) Alternativ 1: Vikan direkt berdkna fouriertransformen utifran definitionen. Vi far da

X(w) = /oo e Pu(t—1)e 19 dr = /we_t/ze_jwtdt = /ooe_(l/2+jw)’dt =
—oo 1 1

[ e~ (1/2+jo)t ]00 e~ (1/2+jo) s e O
=124 je) ],

T 24je ¢ 12+ je
Alternativ 2: Tabell 8.3.5 ger

F 1
e u(t) s —,
a+jow
varpa Tabell 8.2.8 ger
ali— z. e
e a(t l)u(t—l) — e
arj

Multiplikation pa bada sidor med e~ ¢, foljt av insittning av a = %, ger svaret.
e /O

fir X -2
12+ jo

Svar: Fouriertransformen av X(¢) dr X (w) = e
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b) For att x(¢) skall sakna diskontinuiteter maste K = e~'/2. Signalen x(¢) kan nu uttryckas
med hjdlp av %(¢) och rektangelpulsen I1(7) = rect(¢) enligt

t
x(1) = H(—1) + e~ Prect (5 ) + ().
Med hjilp av Tabell 8.2.7 samt Tabell 8.3.12 far vi

X(0)=X(-0)+ 2¢1/2 sinc(®) +X(w) =

:eil/z.L_’.ze*l/zsinc(w)_‘_eil/z.l:
1/2—jo 1/2+jo
jw efjw
— 2012 ginclw —1/2( e ):
¢ sinc(o) e T T Tt e

zze—l/zsinc(w)Jre"/z-ejw“/z”w)“_jw(l/z_f“’) _

1/4+ o?
2 1 ejwﬁée*jm_l_zjw.ej“’—e’j“’
= —sinc(w)+ —- =
2 . (a)) L 1 cosw—2wsinw
= ——sinc —_ =
Ve Ve i+ 02
B 2 sinc() + 4 cos®—2wsin®
/e Ve 1 +4@?

Detta gar att skriva dnnu enklare (tack till anonymkod A-4163!), eftersom

2 . 4 cosw—2msin®
X((o):...:%smc(w)—f—%- 11402 =
2 /sin@®  2cos®—4@sin@y

( ® 1 + 402 >_
2 sina)+4a)zsina)—|—2a)cosw—4a)zsina)_
Ve o(1 +40?) -
2 sino+20cos® 2 sinc®+2cos @
T Ve o(1+40?) e @ 1+40?

) 2 sinc®+2cosm
Svar: Fouriertransformen av x(¢) ir X (o) = — -

Ve 1 +4w?
a) Uttrycket for X (s) &r en rationell funktion i s, vilket innebdr att signalen kommer att besta
av signaler som dr avskurna med antingen u(z) eller up(—t). Da gradtalet i tdljaren dr
strangt lagre dn gradtalet i nimnaren innehaller signalen inga diracfunktioner.

Faktorisering av nimnarpolynomet ger s> —s — 6 = (s +2)(s — 3), vilket betyder att pol-
erna till X (s) dr s = —2 respektive s = 3. Det finns alltsa tre mojliga konvergensomraden:

Res < —2 : Vinstersidigt konvergensomrade till vinster om bada polerna. Med detta kon-
vergensomrade blir signalen vinstersidig, dvs antikausal.

—2 < Res < 3 : Konvergensomradet ligger mellan de bada polerna. Konvergensomradet
innehaller imaginéra axeln, och signalen dr begrdnsad (eftersom den saknar dirac-
funktioner).

3 < Res : Hogersidigt konvergensomrade till hoger om bada polerna. Med detta konver-
gensomrade blir signalen hogersidig, dvs kausal.

Svar: Se ovan.



3(4)

b) For att fa den begrinsade inverstransformen skall vi enligt a) anvdnda —2 < Res < 3 som
konvergensomrade for X (s). Med hjilp av partialbraksuppdelning f6ljt av Tabell 8.5.10
(for termen tillhorande polen s = —2) och Tabell 8.5.14 (for termen tillhérande polen
s =3) far vi

x(t) = 27X (s)} :z—l{szlf%} :g—l{%} _

-3 2
:Z_l{s_l_z + s—3} = 3¢ 2 u(r) —2e3 up(—1).

Svar: Den begrinsade signalen ir xy, () = —3e~ 2 u(t) — 2> up(—1).

c) For att fa den kausala signalen behdver vi anvinda konvergensomradet som ligger till
hoger om bada polerna. Det innebir att vi behdver byta tecken och ”sidighet” pa termen
som hor ihop med polen s = 3, och vi far darfor xy (¢) = —3e~>u(t) + 2> u(t).

Svar: Den kausala signalen &r x, (t) = —3e =2 u(t) + 2> u(t).

a) Enligt definitionen &r z-transformen
= o [(m o (m
Bulzl =) bpnlz7" = ( )z_”: ( )z_"= 1+z7H)m,
d=Eoulile" =Y ()= X ()" =0+

dir sista likheten foljer av binomialsatsen. Summan ir @ndlig, och konvergerar alltsa for
allaz #0, dvs |z| > 0.
Svar: z-transformen av by, [n] dr B[z = (1+2z!)", med konvergensomrade |z| > 0.
b) Med hjilp av resultatet i a) tillsammans med Tabell 9.4.7 och Tabell 9.4.4 far vi
b4 _ _ . _
Xl = 2 (s} = B[ 5] 1Bl = (1 -2 (14 2)
Om man vill utveckla parenteserna kan man svara med
Xigl=1-2z" 472247 +3:43: 047",
Konvergensomradet blir samma som i a), och med samma motivering.
Svar: z-transformen av x[n] dr X[z] = (1 — z_l)z +z74(1+ z_1)3 med konvergensom-
rade |z| > 0.

4z
_ 1—4z2
enhetscirkeln, dvs for z = ¢/, Vi ser att X|z] har poler symmetriskt i z = j:%. Sig-
nalens amplitudspektrum kommer alltsa att anta sitt storsta virde for Q = Orad re-

spektive Q = mrad, och sitt ligsta virde for Q = +5 rad. Storsta virdet blir [X[0]| =

a) Alternativ 1: Fouriertransformen X[Q] kan tolkas som z-transformen X|z] = ldngs

X[n]| = 1. och minsta virdet blir X[+3]| = 2. Vi kan nu skissa kurvan nedan.
Alternativ 2: Vi kan explicit berdkna
X[ — 472 | |4e?) 4 B
[ 1—-4e22] |1 —4e22|  |1—4cos(2Q) —4jsin(2w)|
J— 4 J—
\/(1 - 4(:05(2(2))2 +42sin?(20)
4 4

\/1 —8¢0s(2Q) + 16c0s2(2Q) 4 165in*(2w) /17 —8cos(2Q)

och skissa kurvan.
Svar: Se nedan.
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b) Fouriertransformen X [Q] kan tolkas som z-transformen X [z] = —*; lings enhetscirkeln,

] 1-4z2
dvs for z = e/, Vi ser att X[z] har poler symmetriskt i z = j:%, som bada ligger innanfor
enhetscirkeln, sa signalen kommer att vara hogersidig (kausal). Med hjélp av partialbrak-
suppdelning och Tabell 9.5.4 far vi

x[n] :ff_l{X[Z]} :g_l{l_élzZZ} :Qﬁ_l{z' (1—|—2z)4(1—2z)}:
= _1{Z' <1j2z+ 1_22z>} :g_l{é_é} )
= (=) = (5) = ((=5)" = (3) )

Svar: Signalen dr x[n] = ((—3)" — (3)")uln].




